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Livforsakringsmatematik - andra upplagan

Inledning

Litteraturen for inledande kurser inom livforséakring pa svenska hogskolor och
universitet har, pa grund av den omfattande utvecklingen i livforsakringsbranschen i
Sverige under senare tid, kommit att uppvisa ett allt stérre behov av att
moderniseras. Den grundlaggande livforsakringsmatematiken bestar men
utvecklingen av produkter och delar av regelverket for att bedriva livforsakring har
andrats sa pass mycket att behovet att revidera och komplettera befintlig litteratur
blivit mer och mer ndédvandigt.

Den har boken ar andra upplagan av en bok som gavs ut 2005 med samma namn,
Livforsakringsmatematik. Foreliggande bok ar ordentligt utdkad, bland annat har
modernare metoder for utjamning av observerad dodlighet och nya tabeller dver
livslangder for befolkningen lagts till. Dessa tabeller ar ett utdrag av det SCB
publicerade under varen 2013 avseende befolkningen 2012.

Syftet med boken &r &ven att modernisera kurslitteraturen och samtidigt samla de
grundlaggande begreppen for livforsakringsmatematik pa ett stalle. Moderniseringen
har samtidigt inneburit att det blivit en naturlig anpassning till det idag gallande
regelverket. Med andra ord ligger i skrivandet av denna bok en from férhoppning till
att boken aven skall utgéra ett pedagogiskt bidrag till redan existerande litteratur
inom detta omrade.

Det ar forhallandevis gott om litteratur som beskriver de grundlaggande elementen
inom livforsakringsmatematik. Denna bok gér som sagt inte speciellt ansprak pa att
utveckla den delen av teorin. Daremot kan man konstatera att befintlig litteratur ofta
har, pa grund av sitt speciella beteckningssystem, varit svaratkomligt. | den har
boken har vi frangatt detta beteckningssystem. Tanken ar att lasaren, efter att ha en
grundlaggande kunskap i amnet matematisk statistik, skall kunna lasa denna bok
med god behallning. Férhoppningen ar ocksa att de nymodigheter som introduceras i
den har boken skall ses som en utveckling av amnet pa sikt.

Boken ar tankt att ersatta tidigare kurslitteratur som anvands i kursen
Livforsakringsmatematik | som ges vid Stockholms universitet.

En viktig tanke vid skrivandet av denna bok har varit att den skall vara relativt
lattillganglig for lasaren vad avser de matematiska resonemangen. Ambitionen har
darfor varit att forklara vissa matematiska resonemang mer an vad som i vissa fall
kan anses vara njutbart.

Syftet ar ocksa att man efter att ha last denna bok skall ha fatt en uppfattning om hur
teorin praktiskt tillampas inom livforsakringsbranschen. For att fa en djupare
forstaelse for andra ocksa mycket viktiga omraden, till exempel forsakringsekonomi,
aterbaringsfragor och vinstdelning hanvisas till annan litteratur inom omradet.



Nordisk férsakringstidskrift 3/2013

Rinteberikning

Boken inleds med ett kapitel om ranteberakning. Man kan saga att grundtemat inom
livfoérsakring ar diskontering av betalningsstrommar, dar diskonteringen goérs dels
med avseende pa ranta och dels med avseende pa dodlighet. For att ge lasaren
nodvandiga verktyg inom ranteberéakning ges en oversiktlig introduktion. Sarskilt
viktiga ar begreppen sammansatt rénta, diskontering och annuitet.

Hela boken bygger pa séa kallad kontinuerlig teknik vilket har varit en svensk tradition
under mycket lang tid. Det far som konsekvens att all teori ges i kontinuerlig
tappning. Man kan séga att nackdelen ar att man ges inte direkt formler att tillampa i
konkreta fall utan man maste konvertera den kontinuerliga tekniken till diskret teknik.
Orsaken till att kontinuerlig teknik anvands ar naturligtvis traditionen som i sin tur
bygger pa det stallningstagandet att det ger en bra beskrivning av teorin och
resultaten skyms inte av férhallandevis knéliga diskreta formler.

Modeller for livslingder

Det kanske mest centrala kapitlet i boken ar det kapitel som handlar om livslangder.
Den teorin finns atergiven i kapitel 2. Dar beskrivs den grundlaggande teorin med ett
avstamp i definitioner av komponenter i den stokastiska modell som brukas i Sverige.

Traditionen i Sverige har tidigare varit att man, nar man vill ange en modell f6r
livslangdsteori, har man borjat med att ange dverlevelsefunktionen I(x). Emedan de
studenter som laser den har boken efter att ha last de grundlaggande kurserna i
matematisk statistik har med sig en grund av stokastiska variabler, och dess
fordelningsfunktioner forvisso, kdnns det som naturligt att starta med att definiera en
stokastisk variabel som man later symbolisera aterstaende livslangd fér en individ.

Med den definitonen ar det sedan latt att, genom att bygga pa teorin for
tillforlitlighetsteori, bygga upp den modell som behovs. De modeller som diskuteras i
boken &r parametriska modeller. Den viktigaste modellen &r den sa kallade
Makehammodellen som ocksa ges en omfattande beskrivning i boken. Den kanske
minst lyckosamma egenskapen hos Makehammodellen &r att den inte tar hansyn till
trender i dodligheten. | dvrigt ger Makehammodellen en férvanansvart god
anpassning till dodligheten i olika populationer. Makehammodellen har anvants under
storre delen av 1900-talet i Sverige och galler fortfarande som den mest anvanda
modellen.

Pa senare tid har trendmodeller av Lee-Carters typ blivit moderna vad avser
parametrisk anpassning till observerad dodlighet. Populariteten kommer sig av den
langsamma, men mycket narvarande, forbattringen av dédligheten i befolkningen. |
boken beskrivs en variant av Lee-Carter-modellen som har anvants av
Forsakringstekniska forskningsndmnden (FTN) for att utjamna observerad dodlighet i
svenska forsékringspopulationer. Trenden i dédligheten har skattats med hjalp av
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befolkningsdddligheten sedan har en kvotmetod anvants for att 6verfora
trendinformationen till respektive foérsakringspopulationer.

| kapitlet diskuteras ocksa teorin for Lexis-diagram samt hur man konstruerar
livslangdstabeller. Lexis-diagram far man i detta sammanhang se som ett
pedagogiskt verktyg for illustrativa syften. Inom demografi spelar Lexisdiagrammen
en storre betydelse. Daremot anvands livslangdstabeller flitigt i
livforsakringsmatematik for att askadliggora utvecklingen av dodligheten inom saval
befolkningen som olika forsakringspopulationer.

Teori for ettlivsforsdkringar

Det viktigaste avsnittet i boken ar kapitlet om ettlivsforsakringar, kapitel 3. Har far vi
fran borjan lara oss hur en forsakring byggs upp i sina byggstenar. Kapitlet gar
igenom de kanske nio viktigaste exemplen pa ettlivsférsakring i marknaden i detalj.

Till att borja med definierar vi den betalningsstrom som representerar den arspremie
som vi forknippar med en férsakring. Darur kan man som specialfall fa
engangspremien. Genom att berékna nuvardet av forsakringstagarens framtida
ataganden, vid durationen t, och ta vantevardet av nuvardet definierar vi det som
kallas for kapitalvardet av de framtida premiebetalningarna vid durationen t.

Pa samma satt tittar vi sedan pa forsakringsgivarens framtida atagande vid
durationen t och definierar darmed ett kapitalvarde baserat pa den
betalningsstrommen. Har definierar vi ocksa en stokastisk variabel som representerar
forsakringens nuvarde vid durationen t. Nuvérdet ar i sig en stokastisk storhet som
beror pa den forsakrade individens aterstdende livslangd. Vantevardet av den
stokastiska variabeln beréknas och pa det viset har vi skapat det som vi kallar for
kapitalvardet vid durationen t. Arspremien kan berdknas genom att sétta dessa
kapitalvarden lika vid durationen t=0.

Kapitalvardena, beskrivna ovan, ar fundamentala byggstenar i Thieles
differentialekvation som anger den |6pande foréndringen i foérsékringsgivarens skuld
till forsakringstagaren under forséakringstiden. Pa detta satt kan vi beskriva strukturen
i varje forsakring vi studerar och félja dess utveckling.
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Teori for tvalivsforsakringar

Historiskt har marknaden for tvalivsforsakringar varit stor i Sverige. Med tiden har den
marknaden emellertid krympt for att idag vara produkter som nytecknas i mycket liten
omfattning. Skillnaden mot hur populara produkterna ar i den anglosaxiska varlden ar
stor. Exempelvis séljs dessa produkter mycket i Storbritannien. Trots den mycket
blygsamma nyforsaljningen i Sverige kan man dock inte bortse fran teorin for
tvalivsforsakringar da man studerar till aktuarie. | sjalva verket finns det i de storre
livférsakringsbolagen fortfarande stora bestand av tvalivsforséakringar som maste
hanteras.

| boken gar vi igenom sju olika exempel dar tvad exempel av efterlevandepensioner ar
centrala. Emellertid gas inte de olika exemplen igenom lika noga som vi gjorde i
kapitel 3 med ettlivsforsakringar. Orsaken till det ar att tvalivsforsakringar ar mycket
mer komplexa till sin natur och bor specialstuderas fran fall till fall da man &r speciellt
intresserad av en viss tvalivsforsakring.

Livslingdstabeller enligt SCB
En viktig bestandsdel inom livforsakringsmatematik ar en livslangdstabell. Hur man
konstruerar en livslangdstabell finns redogjort for i kapitel 2 i boken.

Eftersom i princip alla forsakringsbolag i Sverige har for sméa bestand for att kunna
gora bra skattningar av dodligheten i deras egna bestand anvander man sig ofta av
erfarenheten fran befolkningen. Detta géller speciellt i laga respektive hoga aldrar.
Befolkningsdddligheten sammanstélls och publiceras varje ar genom SCBs forsorg.

| den forsta upplagan av boken fanns livslangdstabeller éver dodligheten 2002. |
denna upplaga har vi for jamforelsens skull behallit dessa tabeller och kompletterat
med motsvarande tabeller fran 2012. Det ger en stor mojlighet att se hur dodligheten
har forbattrats med tiden. Redan tio ars utveckling visar pa klara skillnader.

Som kuriosa har vi ocksa lagt till motsvarande tabell fran 1968. Dessa tabeller &r inte
konstruerade med exakt samma teknik som de nyare tabellerna & men avviker inte i
nagon namnvard omfattning.

| boken finns ocksa fardiga tabeller 6ver den observerade befolkningsdddligheten for
femarsperioderna 1998-2002 och 2008-2012. Dessa tabeller ger en stdrre precision
vid skattning av dodligheten.
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Livslingdstabeller enligt forsakringsbranschens erfarenhet

| boken finns ocksd, i enlighet med erfarenheten inom livforsakringsbranschen,
livslangdstabeller som beskriver den utjamnade dédligheten enligt
parameteruppsattningen M90. Dessa tabeller bygger pa den observerade
forsakringsdodligheten under framst 1980-talet. Den har sedan anvénts for att skatta
parametrarna i en parametrisk modell som anvants for att utjamna den observerade
dodligheten. Denna uppsattning av skattade parametrar ar ett exempel pa en
tilampning av Makehams modell, diskuterad ovan, som man sedan, pa grund av
kopplingen till observationsperioden, gett namnet M90. M90 saknar trendfaktor vilket
gor att forr eller senare blir M90 mindre anvandbar.

Underlaget till MO0 har kommit fram genom att FTN har genomfort en stor studie, den
sa kallade Grundkommittén 1989. Fram till denna tidpunkt var branschen mer eller
mindre tvingad att folja samma dédlighetsantagande. Efter det att det arbetet
genomfdrts har man infort ett friare val av dodlighetsantagande som
livforsakringsbolagen kan anvénda sig av. Tabellerna i den forsta upplagan ar
kompletterade med nya tabeller i denna upplaga av boken.

Tabellerna i boken foljer MO0 med det ranteantagande och belastningar som
Premiepensionsmyndigheten (PPM) anvéande sig av da. Tanken med det var att ge
for branschen rimligt neutrala tabeller. Tillaggas kan ocksa att tabellerna i boken inte
tar hansyn till den linjarisering av dodligheten som PPM har infort for aldrar 6ver 97
ar. Daremot ar metoden beskriven i boken.

| den nya upplagan av boken har vi kompletterat med sa kallade M12-tabeller. Dessa
tabeller bygger pa Pensionsmyndighetens (PM, tidigare PPM), nya antaganden om
dodligheten. Dessa antaganden skiljer sig markant fran M90. De utgar fran SCBs
erfarenhet fran 2012 och sedan har man valt en anpassning som passar sarskilt bra i
aldersintervallet 61-90 ars alder. Tabellerna bygger ocksa pa en rantefot pa 0 % till
skillnad frdn M90-tabellerna som bygger pa en rantefot pa 3 %. Dessutom har ocksa
linjariseringen tagits hansyn till.

Generellt kan man sdga att de tva uppsattningarna v tabeller, M90 och M12, inte ar
jamfoérbara med varandra men speglar en utveckling i tiden som ar relevant.

Utover sjalva dodlighetstabellerna finns ett antal hjalptabeller med i boken. F6r MO0
respektive M12 finns i boken tabeller 6ver dodlighetsintensiteten,
overlevelsefunktionen, forvantad aterstdende livslangd samt
kommutationsfunktionerna D, N och M. Kommutationsfunktionerna ar mycket
anvandbara d& man vill berakna en forsakrings premie eller dess vardefunktion vid
olika durationer.
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Sjukforsiakring

Ett avsnitt som inte fanns i den forsta upplagan av denna bok ar det som ar tillagt i
kapitel 7, sjukforsakringar. Dar diskuterar vi olika modeller for sjukférsakring och
beskriver sarskilt den svenska modellen. Sarskild uppmarksamhet tillagnas den sa
kallade avvecklingsfunktionen som ar mycket central vad galler att berdkna
vardefunktionen for en sjukférsakring.

Precis som for livforsakring ar en stor fraga att utiamna observerat skeende inom
sjukférsakringen. Vi observerar hur lange en insjuknad individ kvarstar som sjuk, i
olika aldrar, och skattar avvecklingsfunktionen med den sé kallade Kaplan-Meier-
tekniken. Dessa skattningar utjamnar vi sedan med en summa av
exponentialfunktioner som ger oss ananalytisk form pa avvecklingsfunktionen for
respektive insjuknandealder x som funktion av sjukdomsdurationen t.

Ovrigt
| bokens kapitel 5 och 6 ges en kort introduktion till sdval parameterantaganden som
aterbaring och andringsrakning. Dessa tva kapitel ar av mer éversiktlig karaktar.

Till denna bok har ocksa fogats dvningar (med lésningar) som ar knutna direkt till den
teori som gas igenom i respektive kapitel. Ovningarna ges direkt i anslutning till
respektive kapitel medan I6sningarna till vningarna aterfinns i en sarskild bilaga.

For att ytterligare 6ka forstaelsen for den relativt omfattande teorin, och hur den
tillampas i praktiken av livforsakringsbolag, har ett sarskilt avsnitt med laborationer
bifogats. Dessa laborationer &r i princip évningar pa atergiven teori men kraver lite
mer omfattande analys an de dvningar som finns i samband med respektive kapitel.
Laborationerna syftar ocksa till att ge en inblick i hur utredningar av aktuariell
(livférsakringsmatematisk) natur kan genomforas i praktiken. Foérslag till I6sningar till
laborationerna har inte getts.

Gunnar Andersson



